CHAPITRE 3

NOMBRES REELS, NOMBRES COMPLEXES

I. Nombres réels
1. Propriétés des réels

— Définition 1

On admet I’existence d’un ensemble de nombres, noté R, contenant tous
les nombres admettant une écriture décimale avec un nombre fini ou
infini de chiffres aprées la virgule.

— Proposition 2

L’ensemble des réels peut étre mis en bijection avec ’ensemble des points
d’une droite gradué, chaque point ayant pour abscisse le réel associé par
cette bijection. Cette droite s’appelle la droite numérique réelle.

Entre deux nombres réels donnés distincts, il existe toujours une infinités
de nombres réels.

Parmi les nombres réels, certains sont rationnels, d’autres irrationnels. On
inclusions suivantes :

NCcZcQcCR

a les

— Propriété 3

L’ensemble des nombres réels est muni d’une addition et d’une multi-
plication. On peut voir ces opérations comme des applications de R x R
vers R :

4+ : RxR — R
(z,y) — z+y

x : RxR — R

(z,y) — zxy

Ces deux opérations sont commutatives et associatives :

a+b = b+a
(commutativité)
axb = bxa

(a+b)+c = a+(+c)
(associativité)
(axb)xec = ax(bxec)

de plus, la multiplication est distributive par rapport a I’addition

Y(a,b,c) €ER® ax(b+c)=axbt+axc

\. J

— Propriété 4 : (admise)

L’ensemble des réels est intégre, c’est & dire qu’il a la propriété sui-
vante :
Y(a,b) €eR%,axb=0 <= (a=0 ou b=0)

Chaque réel non nul x admet un inverse pour la multiplication, noté %, c’est a dire
un réel tel que z X % = 1. Pour tous réels a et b avec b non nul, on note ¢ le réel
axit.

— Proposition 5 : regle de calcul des fractions — —m—m7no0——

Pour tout (a,b,c,d) telsque b#0et d#0on a :
a_ ¢ d+ be
o —=- <= ad=bc L2
b~ d b d-  bd
a c_ac “ ; ;
b~ d  bd o b _2,2_9
£ b ¢ b
a ¢ a+c
‘35T h (sous réserve que ¢ # 0)
— Exercice de cours n° 1
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Chapitre 3 : Nombres réels, nombres complexes

2. Manipulation d’inégalité, intervalle

— Définition 2

L’ensemble R est muni d’une relation d’ordre totale <. La notation
« x <y » est une proposition dont la valeur de vérité dépend de z et y
qui vérifie les trois propriété suivantes :

e Vz € R, z < z (réfléxivité)
o Y(z,y) €R?, (z <yety<z) =z =1y (antisymétrie)
o V(z,y,2) ER3, (z <yety<z) =z <z (transitivité)

e V(z,y) € R?, £ < y ou y < = ensemble totalement ordonné :
tout élément peut étre comparé avec tout autre

Onnote z < y si (x <y et x #y).
On note x > y siy < z.

Remarque

Un autre exemple de relation d’ordre est l'inclusion C pour les en-
sembles : elle est réflexive, antisymétrique, et transitive, mais ce n’est
pas une relation d’ordre total puisqu’il existe des ensembles A et B tels
que AZ Bet B¢ A.

On rappelle les régles de manipulations d’inégalités suivantes :

~— Proposition 6 : manipulations d’inégalités
Pour tout (a,b,c) € R3 on a :
Sia<b,alorsa+c<b+c
¢ Somme : Sia<betc<dalorsa+c<b+d
Sia<bete<dalorsa+c<b+d

Sia<betc<dalorsa+c<b+d
Sia<betc<dalorsat+c<b+d
Sia<betc>0,alors ac < bc

Sia<betc<O0,alors ac > bc

e Produit :
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a _b
Sia<betc>0,alors — < -
c~ ¢
: b
e Quotient: { Sia<betc<D0,alors 2 > -
c ¢
11
Sia < betsiaetbsont de méme signe, alors — > 3
a
— Exercice de cours n° 2
~— Définition 3 <

Soient (a,b) € R? deux réels avec a < b. On utilisera les notations
suivantes pour les intervalles de nombres :

la;b={z €R |a <z <b} (ouvert)

[a;b[={z €eR|a<z<b} (semi-ouvert)
e Intervalles bornés :

la;o) ={z € R | a <z <b} (semi-ouvert)

[a;0) ={z €R | a<z<b} (fermé)

la;+oo[={z €R | a < z}
[a;+oo[={z€R|a <z}
| —oosb={x eR |z < b}
| —oosb]={zeR |z <b}

On appelle segment tout intervalle fermé borné de la forme [a; b]

¢ Intervalles infinis :

~— Définition 4 \

On note N*, Z*, Q* et R* les ensembles N, Z, Q et R respectivement
privés de {0}.

On peut ainsi écrire R* =]—o00; 0[U]0; +-00[. On note aussi R = [0, +o0],
R?% =]0,4+o00[, R_ =] — 00,0] et R* =] —00,0[.
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3. Majorant, minorant, maximum, minimum

— Définition 5

Soit A C R une partie de R et M un réel.
e M est un majorant de AsiVre A,z < M
e M est un minorant de AsiVx € A, M <=z

e M est le maximum de Asi M € Aet Vr € A, z < M. On note
alors M = max(A)

e M est le minimum de Asi M € Aet Vr € A, M < z. On note
alors M = min(A)

Remarque

Le maximum (resp. le minimum) d’un ensemble, s’il existe, est unique.
En effet supposons que M et M’ sont deux maximums de A, alors M
et M’ sont dans A donc M < M’ (car M’ est un majorant de A) et
M’ < M (car M est un majorant de A), donc M = M’.

Pour illustrer la particularité de ’ensemble des réels, considérons la propriété des
entiers suivantes :

Propriété 7 : (admise)

e Si A est une partie non vide de N alors A admet un minimum.

e Si A est une partie non vide de Z qui admet un majorant (resp. un
minorant), alors A admet un maximum (resp. un minimum).

La méme propriété est fausse dans R : une partie A de R peut étre majorée ou
minorée sans admettre de maximum, c’est le cas par exemple des intervalles semi-
ouverts.

4. Borne supérieure, borne inférieure

— Définition 6
¢ Le plus petit majorant de A, s’il existe, s’appelle la borne supé-
rieure de A. On note ce nombre sup(A)

e Le plus grand minorant de A, s’il existe, s’appelle la borne infé-
rieure de A. On note ce nombre inf(A4).

Exemple 3.1

o 5 est un majorant de [0, 1] mais ce n’est pas sa borne supérieure.
e 1 est le maximum de [0, 1], c’est aussi sa borne supérieure.
e 2 est la borne inférieure de [2;4] et c’est aussi son minimum

e 2 est la borne inférieur de |2;4] mais ce n’est pas son minimum.

L’intervalle ]2;4] n’admet pas de minimum.

Remarque

On ne note max, min, sup, inf que §’ils existent (comme pour une limite).
Par exemple [0; 1] n’a pas de maximum, on n’écrit jamais max[0,1[. Z
n’a pas de borne inférieure, on n’écrit jamais inf Z.

— Proposition 8

Si M est le maximum de A (resp. le minimum de A), alors A admet
une borne supérieure (resp. une borne inférieure) et sup(A) = M (resp.
inf(A) = M).

— Définition 7 N

Si z et y sont deux réels, on note max(z,y) le plus grand réel parmi x
ety:

z sizx>y

max(z,y) = max({z,y}) = { y  sinon

On définit de méme min(z,y) = min({z, y}).

Si (z1,...,%,) est une famille finie de réels, on définit de méme
max(z1,Ta,...,Ty) et min(xy, za, ..., Tys).

Plus généralement, on peut noter de fagon concise le maximum/minimum/borne
sup/borne inf des valeurs prises par une fonction de la fagon suivante :

— Définition 8 : (extremum sur un ensemble) — 0 ——

Si f: E — R est une fonction définie sur un ensemble F, on note s’ils
existent :

+ max f(z) = max(f(E)) = max {{(z) | z € E}

e min f(z) = min(f(E)) = min {f(z) | = € E}

reEE
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~— Propriété 11 ~

. ilelgf(w)=Sup(f(E))=sup{f(w) | z € E} Vo ER, [o]=0 < z=0

. infEf(x))zinf(f(E)):inf{f(x)|x€E} e VZeRVA>O0, |z|=d <= z=d ou z=-d
o€ « VZERVA>O0,|z|<d < z€[-d, d
e VZeRVaeR,Vd>0,|z—a|<d < z€a—d, a+d].

Exemples 3.2
« max (k(6—k)) = max{5,8,9,8,5,0,—7, —16, —27, —40} = 9

\

ke[1,10] — Exercice de cours n° 3
1 L4 rd

e sup (1 - —) =1 Propriété 12

neN n

. _ ) ) z x
. irelﬁez =0 Pour tous réels z,y on a |z| X |y| = |zy| et si y # 0, v = :?:

~— Propriété 9 : caractérisation de la borne supérieure — _ Exercice de cours n° 4
Soit A C R une partie de R. Alors M € R est la borne supérieure de A ~— Propriété 13 : Inégalités triangulaires

si et seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :

e V€A, <M (M est un majorant de A)
e Ym<M,Ja€ A, m<a (cestleplus petit des majorants)

Pour tout (z,y) € R?, on a

e |z +y| < |z| + |y| avec égalité si et seulement si x et y sont de
méme signe.

— Propriété 10 : propriété de la borne supérieure, admise o llzl = lyll < o~y

\

¢ Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure. Propriété 14 : Inégalité triangulaire généralisée
o Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure

Soit n € N* et soit (z1, ..., Z,) une famille de réels. Alors :

n n
Dok <D lal
k=1 k=1

Soit x € R, on appelle valeur absolue de x le nombre noté |z| et défini avec égalité si et seulement si les x5 sont tous de méme signe.
par -
6. Partie entiére d’un réel

5. Valeur absolue

— Définition 9

x siz>0
2] = -z siz <O

Propriété 15 : (admise)

Si (a, b) est un couple de réels, le nombre |b — a| est la distance de a

a b sur la droite numérique. Pour tous réels a et b vérifiant 0 < a < b, il existe un entier n € N tel
\ J que na > b.
Remarque
Wtout réel z, |2 = max(z, —). On déduit de cette propriété I’existence et I'unicité de la partie entiére d’un
nombre réel.
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Définition 10 ~— Propriété 19 <
Soit  un nombre réel. On appelle partie entiére et on note |z| (ou Pour tout réel z on a vz2 = |z
parfois F(z)) unique entier relatif n vérifiant : |

n<z<n+l ~— Propriété 20
Remarque La fonction z + +/z est une fonction strictement croissante sur [0; +o0o] :

L’existence de |z| est garantie par la propriété précédente : si on note Va,b € [0;+00, a < b= va < Vb
A = {n € N,n < z} alors A est une partie majorée de N donc admet L ’ ’ ’ )

un plus grand élément. Notons ng cet élément.

Remarque
|| Si x est entier, alors [z]| = z.

Remarque

On note parfois [z] la partie entiére supérieure de z, c’est & dire 'unique
entiern € Z telquen—1 <z < n.

~— Propriété 16

La fonction z — E(x) est une fonction croissante sur R :

Y(z,y) € R z<y= E(z) < E(y)

~— Propriété 17

~— Propriété 21

Pour tous réels a,b > 0 on a

e /a=0si et seulement si a =0

e Vaxb=+/axvb
a—ﬁsi

e Va+b<+a+ Vb avec égalité si et seulement sia =0o0ub=0

\

— Définition 11

Si a et b sont des réels et c est un réel positif, on appelle quantité
conjuguée de a + by/c le nombre a — by/c. Cette quantité est parfois
utile pour simplifier des expressions.

Pour tout réel z, E(x + 1) = E(x) + 1.

7. Racine carrée

Proposition 18

Pour tout réel positif z il existe un unique réel positif a noté a = /x

tel que a? = z.

Remarque

L’équation a? = z d’inconnue a admet deux solutions réelles. /T est
I’unique solution positive de cette équation.

2

. J

— Exercice de cours n° 5

8. Fonction puissance réelle

~— Définition 12 : Puissances négatives

Siz € R* et n € N, alors

— - 1
x =(11)' 1)n=x_n

Remarque
| Si z € R*, le nombre z" est donc défini pour tout entier relatif n.
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— Propriété 22 : Racine n-iéme, puissances rationnelles —

Soit 7 un entier naturel non nul. Pour tout réel > 0, il existe un unique
réel positif a tel que a™ = z. On note ce réel Yz ou z'/™.

Pour tout couple d’entiers (p, q) € Z x N*, on définit zP/9 par

ZP/9 = Ypp

— Définition 13 : Puissance réelle \

Soit  un réel strictement positif et a € R quelconque. On définit le
nombre x% par

2% = g% In(z)

Remarque

Cette définition coincide avec la notation d’exposant entiers relatifs et

d’exposant rationnels :
1 1
.S‘ EN, n = —1 =
in x exp(—nln(zx)) exp(ning) — 7"

e Si (p,q) € Z x N*, (xp/q)‘l = exp(pln(z)/q)? = exp(pln(z)) = aP
donc zP/9 = /zP

Les propriétés algébriques suivantes sont données pour des exposants réels, elles
sont a fortiori vraies lorsque ces exposants sont entiers :

~— Propriété 23 : propriétés algébriques des puissances —
e Vz>0,20=1
Vr>0,Ya eR, 7%= i
w(l
Vz,y > 0,Va € R, (zy)* = z%y*

z\* @
Vz,y > 0,Va € R, (—) = —
Y y*
Vz > 0,Va,b € R, 2%t = gogb

xa

Vz > 0,Va,b e R,z* % =

zb
Vz > 0,Va,b € R, (z%)° = 2
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Remarque

Les définitions des puissances réelles a ’aide des racines n-éme ou de
I’exponentielle ne sont valables que si x est strictement positif, ainsi
le nombre (—3)™ n’est pas défini.

Les puissances entiéres sont en revanche définie pour tout1 entiers relatifs,

(=m) x (=m) x (=)

donc (—7) ™% a un sens : (—7) 73 = =

(=7)?

Existence de z°®
aeN |aeZ

rz€R Oui Non Non
T € R* Oui Oui Non
z € Rt | Oui Oui Oui

a€R

Propriété 24

Soit a € R. La fonction z — x® est dérivable sur ]0;+oo| et sa dérivée
est x — az? L.

On en déduit en particulier que x — x® est strictement croissante sur
]0; +o0[ si a > 0, et strictement décroissante si a < 0.

II. Nombres complexes
1. Ensemble des complexes
— Définition 14

On admet D’existence d’un nombre imaginaire, noté i, tel que 3% = —1.
On définit I’ensemble des nombres complexes, noté C, comme étant
I’ensemble des nombres z s’écrivant sous la forme z = a+ibou a et b
sont deux réels.

C:={a+1ib| (a,b) € R?}

L’écriture d’un nombre complexe z sous la forme z = a + ib avec a et
b réels s’appelle la forme algébrique de z. a s’appelle alors la partie
réelle de z et b s’appelle la partie imaginaire de z. On note

a=TRe(z) et b=Im(z)
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Exemple 3.3
e z =3 —2i est un nombre complexe, Re(z) = 3 et Zm(z) = —2.

e z =4 est un nombre complexe, Re(z) =4 et Im(z) =0

e z = 3i est un nombre complexe, Re(z) =0 et Zm(z) = 3.

— Propriété 25 : (admise)

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme
partie réelle et méme partie imaginaire. Pour tout nombre complexe
z=a+ibet 2’ =a’ +ib avec (a,b) € R? et (a’,b') €ER%2 on a:

a=ad — { Re(z) = Re(2)

2=7 < { b=1b Im(z) = Im(2')

En particulier, z = 0 si et seulement si Re(z) = Zm(z) = 0.

~— Définition 15

Soit z = a + b un nombre complexe.

e z est un nombre réel si et seulement si Zm(z) = 0. Puisque tout
nombre réel est aussi un nombre complexe, on peut écrire R C C.

e Si Re(z) = a =0, on dit que z est un nombre imaginaire pur.
On note iR = {ib | b € R} 'ensemble des imaginaires purs

2. Opérations

a. Somme et produit

Les régles d’addition et de multiplication sur les complexes sont les mémes que
pour les réels, on traite s comme une variable en simplifiant les 32 en —1.

— Exercice de cours n° 6

~— Propriété 26

Si z et 2’ sont deux nombres complexes, alors
Re(z + 2') = Re(z) + Re(2') et Im(z+2") =ZIm(z) +Im(2)
et si k est un nombre réel alors

Re(kz) = kRe(z) et ZIm(kz) =kIm(z)

Remarque
En revanche si k est un nombre complexe on a en général

Re(kz) # kRe(z) et Im(kz) # kIm(z)

Propriété 27

Le produit de deux nombres complexes z et z’ est nul si et seulement si
I'un de ces nombres est nul :

222 =0 <= 2=0 ou 2 =0

Remarque

Pour les nombres complexes il n’y a aucune notion d’ordre (<) compa-
tible avec ’addition et la multiplication comme pour les réels.

Propriété 28

Les identités remarquables et les formules de sommes vues au chapitre
précédent, y compris la formule du binéme de Newton, sont encore va-
lables pour les nombres complexes.

b. Conjugué

Remarque
|| Si a,b € R, alors (a +ib) x (a —ib) = a® + b2 € R,

~— Définition 16

Le conjugué d’un nombre complexe z = a+ib, est le nombre complexe
noté z, défini par :
zZ=a—1b

\. J

~— Propriété 29 |

Pour tout nombre complexe z = a+ib, on a 2z = a® +b% donc 2z € R

c. Inverse

Si z € C. Un inverse de z est un nombre complexe 2’ tel que 2z x 2’ = 1.
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— Propriété 30

Tout nombre complexe z non nul posséde un unique inverse que l'on
note %

— Exercices de cours n° 7 et 8

— Définition 17

Pour tout (2,2") € C x C*, on définit le quotient de z par 2/, noté %
par :

4. Equation du second degré dans C

Propriété 33

L’équation 2 = a ou a < 0 admet deux solutions complexes : z; =

1v/—a et x9 = —iyv/—a

Exemple 3.4

— Exercice de cours n° 9
3. Propriétés du conjugué

~— Propriété 31

Pour tout nombre complexe z, on a :

e zZ=2 . Re(z):z+z
2

o 2Z=|2|? -z

12 -Im(z):z2z

o z2+2Z=2Re(2)

n
m
2
!
n
Il
Nl

o z—7Z=2iIm(z)

N
m
=
®
Il

|
N

~— Propriété 32

Quel que soit 2,2’ € C, on a

e 242 =%Z+7 . (z)

|| wl

o zH =7

— Exercice de cours n° 10

L’équation z2 = —25 admet deux solutions : z1 = iv/5 et 2o = —iv/5

~— Propriété 34

On considére ’équation az?+bz+c = 0, ol a, b et ¢ sont des nombres
réels. On pose A = b? — 4ac.

e Si A >0, ’équation admet deux solutions réelles :

-b— VA -b— VA
=——— et zm=—7—

A 2a 2a

e Si A =0, ’équation admet une unique solution

=b

2= %

e Si A <0, I’équation admet deux solutions complexes :

—b+ivV-A
a

L —b—iV/=A
2 2=

2a

21 = et

— Exercice de cours n° 11

~— Propriété 35

Si P(z) = az® + bz + c est un polyndéme de degré 2 qui admet deux
racines distinctes (réelles ou complexes) z; et zo, alors

VzeC, P(z)=a(z—2)(z— 22)
Si P n’a qu’une seule racine 2y, alors

VzeC, P(z)=a(z—2z)?
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Remarque
fl;esl,rac:cmeé complexes d’un polynéme de degré 2 sont conjuguées 1'une On appelle alors Iaxe (O, O_}) Iaxe des réels et I'axe (O, O—J}) Prses
e l'autre : des imaginaires purs.
—b _2 A — _bJ;“/Z b. Propriétés immeédiates
a a

De facon plus générale, on a la proposition suivante :

. On peut ainsi traduire quelques propriétés de géométrie repérée a ’aide des com-
~— Proposition 36 plexes :

Soit 7 € N et soit P un polyndme de degré n & coefficients réels. Si ~— Propriété 37
A est une racine complexe de P, alors A aussi.

e Deux points du plan sont confondus si et seulement si ils ont la
méme affixe.

5. Le plan complexe

sr sy e Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont la méme affixe.
a. Définition

e Si A et B sont deux points d’affixes z4 et zp, alors E a pour

— Définition 18 ) affixe zp — z4.
On consideére le plan muni d’un repére (O, I, J). e Si A et B sont deux points d’affixe z4 et zg, alors le milieu I de
A tout nombre complexe z = z + iy avec z,y € R, on associe [AB] a pour affixe M.
0 (OETI AH(E) de CerRETE (5:0) e Si W et V sont deux vecteurs d’affixe 2o et 2=, alors @ + V a
« le vecteur T (z) de coordonnées (x ) pour affixe 23 + 2.
y ¢« SiWa pour affixe z et que k est un réel, alors kT a pour affixe
kzg.
M(x+iy)
/ r

Remarque

Deux vecteurs U et V sont colinéaires si et seulement si il existe un
réel k tel que T=kVouV=ku.

On peut donc déterminer si deux vecteurs sont colinéaires en étudiant
leurs affixes : W et V sont colinéaires si et seulement si il existe un réel
k tel que 2z = kzg ou 2z = kzg.

T

On dit alors que z est affixe de M(2) et de ().

Réciproquement, & tout point du plan correspond un unique nombre
complexe et & tout vecteur du plan correspond un unique nombre com-
plexe.

e Si M est un point, on note z); ’affixe de M

e Si U est un vecteur, on note z Daffixe de g

— Exercices de cours n® 12 et 13
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~— Propriété 38 : (admise)
. = o 1zl
Soit z € C un nombre complexe 21 |2
et M(z) le point du plan com-
lexe d’affixe 2. M(z+iy)
P = o |22 = |2 x |2/ o |2"| =|z|", ¥n € Z.
e Le symétrique de M par J
rappor;ﬁa limxe des réels a < z o |2+ 2| < |2| + |#/| avec
R B = v 1 1 égalité si et seulement si
o Le symétrique de M par ) Mz =iy) P 12| z= Xz avec A € R,.
rapport a l'origine O du - \ J
repére a pour affixe —z.
c. Module
On appelle module d’un nombre complexe z = a + b la distance de Calculer le module des nombres suivants :
M (z) a Porigine O du repére. On note :
o 21 = (3+4)(1—9) gy 07T o 23 = (V2+H/Ti)A
|z2| = OM =+/a? + b2 =VzZ 1+1
Remarque
Le module étend la notion de valeur absolue a ’ensemble des complexes : 3
si z est réel, alors 6. Rappels de trigonométrie
|z2| = vV/Re(2)? =]z
~ ~
module valeur absolue
a. Définitions

Propriété 39
Si A a pour affixe z4 et B a pour affixe zp, alors AB = |25 — z4|. — Définition 20 : Cercle trigonométrique )

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I,J). On
appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1.
A chaque nombre réel z on associe le point M(z) du cercle trigonomé-

d. Propriétés du module

Propriété 40 trique obtenu en « enroulant » la droite numérique le long du cercle en
partant du point I, dans le sens anti-horaire lorsque x > 0 et dans le
Quel que soit 2,2’ € C, on a sens horaire lorsque x < 0.
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Casz>0: Casz<0:

»l
>

J J

M (z

x est alors une mesure de I’angle orienté ((7} ;OM). L’unité de cette
mesure n’est pas le degré mais le radian. On a par exemple 360° =
27 rad puisque le périmetre d’un cercle de rayon 1 est 2.

R

~\\Effifii\\\

O| cos(z) |1

n(x)

On appelle cosinus de z I'abscisse de M (x), et sinus de z 1’ordonnée

du point M (x). On note ces deux nombres cos(x) et sin(x).
sin(z)
cos(z)
cos(z) # 0. Cest la longueur du segment de la tangente au cercle trigo-
nométrique reliant M (z) & Paxe des abscisses. C’est aussi le coefficient
directeur de la droite OM (z).

On appelle tangente de z le nombre défini par tan(z) = lorsque

\.

Remarque

La circonférence du cercle trigonométrique est C' = 27 R avec un rayon
R = 1. Les réel x = 2w et x = —2m correspondent donc a exactement
un tour de cercle trigonométrique (dans un sens et dans lautre), leurs
images sur le cercle sont la méme que celle de 0, a savoir le point de
coordonnée (1,0). Pour des valeurs de z supérieur & 27 on recommence
I’enroulement autant de fois que nécessaire. Ainsi les fonctions sin et
cos sont définis pour toutes valeurs réelles de = et sont périodiques de
période 27

~— Propriété 41

o Vz €R, cos(z+ 2m) = cos(z)
o Vz €R, sin(z+ 27) = sin(z)

o VzeR\ {5 +kmkeZ}, tan(z+ )= tan(z)
On a donc par récurrence immédiate :

e Vx eR,Vk €Z, cos(z+ 2km) = cos(x)
o Vz eR,Vk €Z, sin(z+ 2kn)=sin(z)

o Ve e R\ {Z +kmkeZ},Vke€Z, tan(z+ kn)="tan(z)

On a de plus :

Propriété 42 : (admise)

La fonction cosinus est paire et la fonction sinus est impaire sur R, c’est
a dire que

Vz € R, cos(—z) =cos(z) et sin(—z)= —sin(z)
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Remarque J \ s ;
Si joté M Angle 6 en radians 0 il r s s = o o p
i on note H le projeté orthogonal de M 6 4 3 2 3 4 6
sur I’axe des abscisses, alors ces définitions
du sinus et du cosinus coincide avec la dé- Angle § en degrés | 0 30 4 60 90 | 120 135 150 180
finition du sinus et du cosinus de I'angle x 7 v . . P 7
dans le triangle OHM : | cosf 1 5 5 3 0 - -5 -5 -1
oH - 1 V2 V3 V3 V2 1
COS(.'L') — M =O0OH 0 H I sin 6 0 3 > - 1 - > 3 0
HM c. Formules
sin(z) = ——=HM csp 2
@) oM ~— Propriété 43
car ici OM = 1. ;
Pour tout réel z, on a :

e —1<sinz<1

N N e —1<cosz<1
b. Valeurs remarquables (a connaitre par coeur)

o cos’z+sin?z=1

— Propriété 44 : (d’addition admise)

Pour tous réels a,b € R, on a :

o cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
e sin(a+b) =sinacosb+sinbcosa
e cos(a —b) =cosacosb+sinasinb

e sin(a —b) =sinacosb — sinbcosa

tana + tanb

1—tanatanb
(sous réserve que a, b et a + b sont dans R\ {7 + km; k € Z})

o tan(a+b) =

\

— Propriété 45 : de duplication (admise)

Pour tout a € R, on a

e cos(2a) = cos?a —sin?a = 2cos’?a — 1 =1—2sina

e sin(2a) = 2sinacosa

Les formules suivantes peuvent étre retrouvées géométriquement par les symétries
illustrées ci-contre :

En noir z, en rouge cos(z), en bleu sin(x).
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~— Propriété 46 : (admises) Remarque
On dit un argument car 'angle orienté (C_)f)[, O_M>) n’est pas défini de
Les formules suivantes peuvent étre retrouvées géométriquement par les facon unique, il est défini & un multiple de 27 prés.
symeétries illustrées ci-dessous :
Remarque
Pour tout a € R on a : Un point M du plan est déterminé de fagon unique par la longueur OM
e sin(a+ ) = —sin(a) as ™ L et Pangle (6i, OM)
2 2 Si 6 est un argument de z, il existe donc un lien entre (z;y) et (|z[;8),
* cos(a+m) = —cos(a) o que ’on va explorer dans la section suivante.
e cos(m — a) = — cos(a)
T—a a esy 2
. sin(r — a) = sin(a) e ~— Propriété 47
. cos (a LT ) — _sin(a S —— e —T Soit z et 2’ deux nombres complexes. Soient § un argument de z et 6’
2 Csine un argument de 2’. Alors z et 2’ sont égaux si et seulement si |z| = |2/|
T T+ —a et s’il existe k € Z tel que 0 = ' + 2km.
e sin (a i 5) Ccos &
T b. Forme trigonométrique
008 (5 a) sin o Soit z = x 4 iy un nombre complexe, et M le point du plan d’affixe z. Soit # un
. (71' ) argument de z et soit N le point du cercle trigonométrique tel que OM = |z|O
e sin(- —a)=cosa
2
. |z|sin@ f---------------
PourtoutaeR\{§+k7r,keZ}ona )  M(2)
yA |
o tan(—a) = — tan(a) |
e tan(a + ) = tan(a) sinf r---- “a N (zn) }
e tan(m — a) = —tan(a) 5 i i
1 1 1
e tan (a + 5) =t (pour o ¢ {km,k € Z}) cos |2| cos 0
1
e tan (g - a) = (pour a ¢ {km,k € Z})
7. Forme trigonométrique
a. Argument N a le méme argument que M donc laffixe de N est :

Définition 21

zn = cos(f) + isin(h)
On assimile le plan complexe & un plan muni d’un repére orthonormé

(0,1,J). Soit z = x + 4y un nombre complexe non nul et M le point du On en déduit que zp = |2|(cos(6) + isin(f)), ainsi :
plan d’affixe z. Un argument de z est une mesure en radians de 1’angle o
orienté (OL; OM). 2y = |z| cos(0) + i|z| sin(6)
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~— Définition 22

Tout nombre complexe z peut s’écrire sous la forme
z = r(cos(#) + isin(h))

ol r €]0;+o00[ et @ € R. Cette écriture est appelée forme trigonomé-
trique de z. On a alors r = |2| et arg(z) = 0 + 2k, k € Z.

~— Propriété 48
Soit z € C, et soit § un argument de z. Alors

Re(z) s s — Im(z)

cosf =
|| ||

c. Propriétés de ’argument

— Propriété 49

Soit z un nombre complexe. On note arg(z) un argument de z.
e z est un réel si et seulement si arg(z) = 0+ km, avec k € Z.

71'
e z est un imaginaire pur si et seulement si arg(z) = 3 + km avec
keZ

Remarque
o arg(z) = 0+km signifie que arg(z) peut étre égal & 0, 7, 27,37 etc...
ou —m,—27w, —3m,etc...

3 5
o arg(z) = Tt kr signifie que arg(z) peut étre égal a g, 77r, g,
etc... ou _T _3_7r _5_7r etc
5 T Ty et

Propriété 50

Soit z un nombre complexe, alors
o arg(—z) =arg(z) + 7+ 2kw avec k € Z
o arg(z) = —arg(z) + 2km avec k € Z

~— Propriété 51

Soient z et 2’ deux nombres complexes. Alors
o arg(z2') = arg(z) + arg(z’) + 2km avec k € Z
. arg(g) = arg(z) —arg(z’) + 2km avec k € Z
o arg(z") = narg(z) + 2k avec k € Z, pour tout n € Z

.

d. Interprétations géométriques
Remarque

Multiplier z par un nombre complexe de module r» > 0 et d’argument 6 €
R donne le nombre complexe revient & appliquer & M (z) une rotation
de centre O et d’angle 0 puis a appliquer une homothétie de centre 0
et de rapport r. En effet, si 2’ est le nombre complexe de module r et
d’argument 6 alors

|22/| = |z|2' et arg(z2') = arg(z) + arg(2’) + 2kmw, k€Z

e. Exponentielle complexe

— Définition 23

Pour tout réel 0, on définit le nombre complexe e* par :

e’ = cos(f) + isin(h)

\.

Remarque

o € est le nombre complexe de module 1 et d’argument 6, son image
dans le plan complexe est donc sur le cercle trigonométrique.

o Cette définition est cohérente avec la propriété selon laquelle

arg(zz') = arg(z) + arg(2’), car cela se traduit par e x ' =
ei(6+6")

— Exercice de cours n° 14

Propriété 52 : valeurs remarquables

.ei0=1 .

o
0%

e € =1 .
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— Propriété 53 On factorise z par |2| :
Pour tout réel 0 et 6 et tout entier relatif n : (1 3 )
z2=2|-—i—
0] _ i0
o le¥]=1 . i0-0) _ e‘ 2 2
. arg(e) =0 ) o et et on reconnait le cosinus et le sinus d’un unique argument dans | —; 7] :
o e =e% «—=3kcZ 0=0 +2kn
o eH010) — gif y g6’ o (e =ein? z=2 (cos (_§> + isin (—g)) =2e7'5
» 1 — o Formule de Moivre : R
e eV = i (cos @ + isin §)™ = cos(nf) + isin(nd) cmarque _
L Si z = re® est sous forme exponentielle, alors z = re .
~— Propriété 54 — Exercices de cours n°® 17 4 19
. [N 9 [ P d
On a pour tout réel @ : 8. Racines n-ieme de l'unité
it + e—10 eif _ o—if Définition 24
cos=———— et sinf=—"— . . . L.
2 21 Soit n € N*. On appelle racine n-iéme de ’unité tout nombre com-
plexe z tel que 2" = 1.
— Exercices de cours n° 15 et 16
— Proposition 55 Exemple 3.8
Les nombres 1, 4, (—1) et —i sont des racines 4-iémes de 'unité.
Tout nombre complexe peut s’écrire sous la forme Eneffet 14 =1, (i) = (-1)2 =1, (-1)* =12 =1, et (—i)* =i* = 1.
_ 0+ isind) = pet® L
2= pleosf+isind) = pe — Théoreme 56 \

avec p € [0,+o00[ et @ € R. De plus, p = |2| et 8 = arg(z)[27]. On appelle
cette écriture forme exponentielle ou forme trigonométrique

f. Passage d’une forme a une autre
Exemple 3.6

Le nombre z = 3e*s s’écrit sous forme algébrique :

57\ .. (57\\ _.( V3, 6.1\ _ 3/3 3
Z—3<COS<F)+zs1n<F))—3<—?+z§>——74—51

Exemple 3.7

Pour écrire sous forme exponentielle le nombre z = 1 — i1/3, on com-
mence par calculer son module :

2| = /12 + (=V3)2 = V4 =2

Soit n € N*. Il existe exactement n racines n-iémes de 'unité. Si on
note U,, 'ensemble des racines n-iémes de 'unité, on a

2ikm

Unz{e ny ke[[O,n—l]]}

Exemple 3.9

|| Les racines 3-iéme de 1'unité sont 1, e

—2ir/3

2i7r/3, et e4i1r/3 —e

Propriété 57

2im

Soit n € N* et soit w =¢e™n

. Alors U,, = {w*, k € [0,n — 1]}

c2i 2 2 . s 1s . ; k ik
Cette propriété découle immédiatement du fait que w* = (e2”‘/ ”) =e’n

— Exercices de cours n° 20 et 21
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Exercices de cours

Exercice 1

Soient x, y et z des réels. Ecrire les expressions suivantes sous forme
d’une seule fraction la plus simple possible, en précisant ’ensemble de
définition de la fraction :

12 1 v dyta
lA(:v)—;-l-P—i-F 3.C(y)=%
1_ 1 y+2
2. B(z) = ~—*2 L2 1
2 T @ror 4 D(2) = Grapti—a =

Exercice 2

Montrer que pour tous réels a, b, ¢, d positifs tels que a < b et ¢ < d, on
a
at+c<b+d et ac<bd

Exercice 3
Résoudre les équations et inéquations d’inconnue z suivantes :
(a) [z —3[<2 (©) |z+3|-
(b) lz+5|=1 () |z -3+

Exercice 4

Résoudre les équations et inéquations d’inconnue z suivantes :

1 ‘23 (b)

(@) 1207

Exercice 5

Montrer que lim (vn+1—4/n)=0
n—+00
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Exercice 6

Ecrire les nombres suivants sous forme algébrique :

a) z1 = (24 2i) x (5—3i) c) z3=(2—2)(2+ 2i)
b) 2o =i(i+1)(i+2) d) z4 = (V3+1)S

Exercice 7

Mettre sous forme algébrique le nombre z =

3+ 2

Exercice 8

Déterminer ’inverse du nombre 3.

Exercice 9

Ecrire sous forme algébrique les nombre suivants

3+ 21 1—1
1. 2.
1+4 3t

Exercice 10
Calculer de deux fagon différentes le conjugué des nombres suivants :

.Z1:(2_ .z2= 3 .Z3:(1+

Exercice 11

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) 224+224+2=0 c) 522 +45=0
b) —422+42-5=0

Exercice 12

Soient A, B,C, D quatre points d’affixe respective z4 = —2 — i, 2z =
1—5i, 20 =7—2i et zp =4+ 2i. Montrer que ABCD est un parallé-
logramme et que O, A et D sont alignés.
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Exercice 13

Soient A, B et C trois points du plan complexe d’affixes z4, zp et zc.
Pour tout réels strictement positifs (a, b, c), on définit le barycentre du
triangle pondéré de sommets (4, a), (B, b) et (C, c) comme étant le point
M vérifiant am +bMB +cMC = 6)

azg + bzg + czo

at+b+c

Montrer que P'affixe z de M est z =

Exercice 14

Pour tout nombre complexe z = a + ib, on définit * par e*t? = e2 e,

Montrer que la fonction f : C — C*, z — e? est surjective.

Exercice 15

En exprimant de deux fagons différentes les parties réelles et imaginaires
de (e%)?, retrouver les égalités

cos(260) = cos®§ —sin?f et sin(20) = 2sinfcosf

Exercice 16

Calculer la somme suivante :

S = 2": (Z) cos(z + ky)

k=0

Exercice 17

Ecrire sous forme trigonométrique le nombre z = 5 — 5.

Exercice 18

. . O )
Expliquer pourquoi z = 5(c0s(§ +isin 6) n’est pas sous forme trigono-
métrique, et 1’écrire sous forme trigonométrique.

Exercice 19

. . T LT
Expliquer pourquoi z = —6 (cos (g) + isin (5)) n’est pas sous forme

trigonométrique, puis I’écrire sous forme trigonométrique

Exercice 20

Soit n un entier naturel non nul. On pose w = %"/, Montrer que :
n_l . . .
) n  sij est un multiple de n
VieN, > wt=
=0 0 sinon

Exercice 21

Soit ¢ € C* un nombre complexe non nul d’argument 6. Montrer que
I’ensemble des solutions complexes de I’équation 2™ = c est :

0+2ikm

S={3l|cle = ,ke[0,n—1]}
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